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摘要：高光谱图像在高维特征空间中的凸体特性是凸体几何类光谱解混方法的理论依据，这类光谱

解混方法具有直观性强、复杂度低、效率高等优点，是高光谱图像光谱解混方法研究的一个重要分

支。本文旨在对国内外基于凸体几何理论的光谱解混方法进行回顾，指出这类方法研究中需要特别

关注的若干问题，并着重对：①数据降维对凸体几何端元提取方法的影响，②两类经典的单形体体积

衡量标准，③3 个单形体体积计算公式及其关系 3 个问题进行简要分析，得到初步分析结果。
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1 引  言   
高/多光谱图像中混合像元的存在，使得传统

的像素级遥感图像分类方法受到局限，限制了高光

谱遥感图像的精细化、定量化处理和应用［1-2］。光谱

解混技术正是针对高/多光谱遥感图像中大量存在

的混合像元而提出的一种信号分离技术［3］。由于光

谱解混可得到单个像元内更量化、更精细的地物信

息，也有学者称其为亚像元分类技术［4］。目前，光谱

解混技术已经在地质勘探［5］、城市调查［6］以及农作

物监测［7］等遥感应用领域发挥了重要作用。光谱解

混技术根据处理链路包括数据降维、端元获取和丰

度估计等处理步骤［2，8］，其中端元获取和丰度估计是

光谱解混的重要环节。相较传统的光学全色图像，

高光谱图像光谱解混技术可获取图像中的亚像元

地物信息，其深入研究可进一步提升的高光谱图像

精细化、定量化应用水平，对促进高光谱遥感数据

在国民生产、军事侦察领域的推广应用具有重要

的作用。

一直以来，光谱解混技术是国内外高光谱遥感

领域的研究热点［2，8］，已报道方法根据建模差异可分

为线性和非线性光谱解混两大类。前者研究众多，

形成了主流的基于统计、稀疏回归以及凸体几何的

处理方法［2］，其中凸体几何类方法由于直观性强、易

理解、计算量小受到了广泛关注［9］，涌现出许多研究

成果。本文结合国内学者的一些研究报道［10-12］，着

重从凸体建模求解方法（投影、凸锥以及单形体体

积［13］）和纯像元存在假设两个角度对国内外凸体几

何高光谱图像光谱解混方法进行回顾，并对该类方

法中的几个关键问题进行初步分析，以期为光谱解

混方法的研究、学习和应用提供参考。

2 凸体几何光谱解混研究进展   
基于 Adams 高光谱图像线性混合模型［14］与凸

集在数学表达上的等价性，以及 Craig 最小单形
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体［15］思想，Boardman 最早将凸体几何理论［16］引入到

高光谱图像光谱解混研究，该理论是凸体几何光谱

解混研究的重要里程碑。总的来看，凸体几何光谱

解混方法的发展脉络可按不同的研究角度来梳理，

一种按正交投影、凸锥以及单形体体积等凸体建模

求解方法进行划分，另一种则以图像中是否存在纯

像元为条件来划分。

2.1　正交投影、凸锥与单形体体积　

基于正交投影、凸锥以及单形体体积来划分的

光谱解混方法在丰度非负（Abundance Nonnegativi⁃
ty Constraint， ANC）和 丰 度 和 为 一（Abundance 
Sum-to-one Constraint， ASC）两个物理约束方面

存在差异。Chang 等［13］指出，正交投影方法为无约

束方法，凸锥类方法则考虑非负约束，而单形体体

积类方法则考虑了 ANC 和 ASC 两个约束，并证明

了投影类 ATGP 方法与体积类 SGA 方法存在等价

关系。这三类方法在三维空间中的几何描述如图 1
所示，投影类方法在图像的特征空间寻找某个向量

V，将像元向量对其投影求解极值作为端元；凸锥方

法认为在正象限，非负像元光谱向量构建了 O-

ABC 非封闭凸锥，试图寻找凸锥的 OA、OB、OC 边

界向量作为端元；单形体体积则通过像元向量在子

空间中张成的单形体的体积来获取端元，图（1）中

最大体积方法求解 A、B、C 以及 pi 像元中由 3 个像

元构建的最大三角形面积，由于三角形 ABC 面积最

大，OA、OB、OC 为最终获得的端元向量。

正交投影（Orthogonal Projection， OP）将像元

向量向某个指定向量或子空间进行投影，通过判断

投影值大小来实现光谱解混（如图 1 所示）。像元纯

净指数［17］（Pixel Purity Index， PPI）将像元向量投影

到随机单位向量并记录极值来获取端元，后续出现

了快速迭代 FIPPI［18］、随机 RPPI［19］、优化迭代 PPI
（IPPI）［20］以及空间邻域 SPPI［21］等多种优化算法；

VCA（Vertex Component Analysis）［22］ 和 ATGP
（Automatic Target Generation Process）［23］将图像像

元向已知端元张成的正交子空间进行投影，求取最

大投影值像元作为新的端元，但二者在正交处理等

方 面 存 在 差 异［13］；OP-SGA（OP-Simplex Growth 
Algorithm）［24］端元提取算法将 SGA 的单形体体积

计算简化为像元向量与已知端元基向量的 OP 计

算；SPA（Successive Projection Algorithm）则结合了

OP 与像元光谱的空间邻域特性。施密特正交化

（Gram-Schmidt Orthogonalization，GSO）用于向量

组的正交化变换，与正交子空间投影（Orthogonal 
Subspace Projection， OSP）［25］存在等价关系［26］，因

此本文将 OSP、GSO 类方法也归入到正交投影一

类。在 OSP、GSO 的光谱解混应用方面，国内有学

者提出了非监督正交子空间投影光谱解混方法

（UOSP）［27］、最小光谱信息墒 OSP［28］以及采用 GSO
获取端元投影向量［29］的方法，而零空间投影算法［30］

是一种与 OSP 算子相似的端元提取方法。其后，国

内学者又提出了采用正交基分析［31-32］（Orthogonal 
Bases Approach， OBA）、GSO 向量投影的丰度估

计［33］方法。在国外，Heylen 等［34］提出的单形体投影

（SPU）全约束丰度估计方法可提升端元提取和丰

度估计的效率。在 OBA 基础上，FUN［35］（Fast UN⁃
mixing）方法采用改进 GSO 方法来进行高光谱图像

的端元提取和丰度估计。近期出现的几何 -SGA
（Geometric-SGA）方法则从简化体积计算等角度，

采用 GSO 对 SGA 算法进行优化［36］。近期，GSO 被

用于代替传统 N-FINDR 算法的降维处理和体积计

算，从而优化计算效率［37］。

单形体体积（Simplex Volume，SV）类方法根据

纯像元存在假设条件可分为最大体积和最小体积

包裹标准两类。最大体积类光谱解混方法通过单

形体体积膨胀，获取最大单形体顶点作为端元，经

典方法有 N-FINDR［38］、SGA［39］方法。N-FINDR 同

步求解端元矩阵行列式的最大值来获取端元，而

SGA 是逐个求解端元的 N-FINDR 优化版本［26］。

以 N-FINDR 为引子，出现了以距离测度替换体积

计算［40］、SeQuential N-FINDR（SQ N-FINDR）［41］、

图 1　三类凸体几何光谱解混方法的几何描述

Fig.1　The geometric description of three convex geometry 
spectral unmxing metrods
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改进搜索策略的 N-FINDR［42］、SuCcessive N-FIN⁃
DR（SC N-FINDR）［43］ 、Iterative N-FINDR（IN-

FINDR）［43］、Random N-FINDR［44］、矩阵分解 LDU-

N-FINDR［45］、丰度估计 MN-FINDR［46］、代数余子

式 N-FINDR［47］、DN-FINDR［48］等效率优化方法，以

及更换初始化条件［49］、引入支持向量机［50］等来提升

N-FINDR 精度的方法。以 SGA 为基础，出现了

Real-Time SGA（RT SGA）［51］、辅 助 高 Cayley-
Menger 行列式［52］、矩阵三角分解［53］、逐波段处理

SGA（PBP-SGA）［54］ 、快 速 Gram 行 列 式（FG⁃
DA）［55］、快速 SGA［56］等提升计算速度，以及支持向

量 机 SGA［57］、核 SGA（Kernel New SGA，KNS⁃
GA）［58］等提升解混精度的方法。零空间最大距离

端元提取方法［59］与最大体积方法原理相似，将体积

简化为距离计算来提升效率。最小体积包裹类方

法则求解包裹高光谱图像像元的最小单形体顶点

作为虚拟端元，其以最小体积变换（Minimum Vol⁃
ume Transform， MVT）［60］为基础，后续出现了最小

体积约束非负矩阵分解（MVC-NMF）［61］、最小体积

包 裹 单 形 体（MVES）［62］、最 小 体 积 单 形 体 分 析

（MVSA）［63-64］ 、Chance 约 束 MVES［65］ 、MIN⁃
VEST［66］ 、超 平 面 MVES［67］ 、鲁 棒 MVES
（RMVES）［68］、鲁棒最小体积解混（RMVHU）［69］等

方法。另外，从单形体体积计算的角度，新的体积

计算公式可消除降维对数据的影响［70］，体积比/质
心坐标［71-73］以及子空间距离［74］可以从凸体几何角度

获 取 高 光 谱 图 像 丰 度 系 数 ，几 何 优 化 模 型

（GOM）［75］利用体积比的 ASC 约束进行端元估计，

体积不变约束几何最优模型（VIC-GOM）［76］则进一

步探索了整合线性混合模型重构误差与体积不变

约束的最优解，该方法可进一步对传统算法的端元

获取精度进行优化。

相较正交投影、单形体体积类光谱解混方法，

凸锥分析（Convex Cone Analysis，CCA）方法以高

光谱图像各像元非负辐亮度物理特性为基础，通过

寻找所有像元形成凸集的边缘或顶点来实现光谱

解混［77］。以此为基础，有学者基于凸锥原理，采用

改进的施密特正交分解法来获取端元［78］，并根据像

元向量与凸锥的角度关系提出了顺序最大角凸锥

端元提取算法［79］；同期，国内也有学者提出了自动

的 CCA ［80］以及基于凸体边界搜索［81］的端元提取方

法；而 Gamma 算法的引入，可有效实现 CCA 端元提

取中线性不等式组的计算［82］；CCA 与 N-FINDR 结

合可减小 CCA 端元提取方法的计算复杂度［83］；最近

提出的凸锥体积分析（Convex Cone Volume Analy⁃
sis， CCVA）和几何凸锥体积分析（Geometric CC⁃
VA， GCCVA）［84-85］通过将凸锥边缘向量向超平面

的投影来减小图像背景信号对光谱解混的影响，同

时也搭建了 CCA 与单形体体积求解的桥梁，简化了

CCA 方法的计算复杂度。

可以看出，近 30 a 来，凸体几何类光谱解混方

法的发展主要体现在两个方向，一是对高光谱图像

在高维特征空间几何结构模型的优化，以线性混合

模型为基础，加以 ANC、ASC 等不同的约束条件，

构造光谱解混数学模型，出现了投影、凸锥和单形

体体积等不同类型的光谱解混方法；二是在算法层

面对计算效率和精度的优化，从端元矩阵行列式计

算到矩阵三角分解、辅助高、单形体高、单形体正

化［86］等的计算简化，以及在端元获取和丰度估计方

面通过光谱解混模型的优化［87］来提升精度。

2.2　高光谱图像中纯像元存在假设　

从另一个角度—图像中纯像元存在假设，也可

对凸体几何类端元获取方法进行划分，后续的丰度

估计可采用最小二乘法［88］或凸体几何关系来求

解［72］。满足纯像元存在假设类方法以图像中至少

存在一个纯像元为前提，通过高光谱图像的凸体几

何结构特征分析，从图像中获取存在的纯像元，因

此这类方法被称为端元提取，典型的方法有 PPI、
N-FINDR、SGA、CCVA 及其优化方法等；而无需

纯像元假设的算法适用于更多的场景，其通过建立

凸体结构目标函数优化模型并求解来获取虚拟端

元［89］，这些端元是对图像中纯像元的估计，因此这

类方法常被称为端元生成方法 ，典型的方法有

MVES、MVSA 等。

对于以图像中纯像元是否存在来划分的这两

大类光谱解混方法，从计算量和算法意义的角度来

看，满足纯像元存在假设类方法只需进行单形体体

积计算和比较，其物理意义明确，因此相较后者具

有计算量小、算法优化设计多等优点［2］，但是在实际

应用中，多数场景纯像元假设条件难以满足，会影

响端元提取的精度；而后者则从图像中估计端元矩

阵，适用于更多的场景，但需要采用优化方法对目

标函数进行迭代求解，导致这类算法计算量偏大。

同时，无论是端元提取还是端元生成方法，均容易

受到图像噪声、异常点的影响，所幸已有方法［87，90］针

对这类问题进行了探索，但由于噪声在真实数据中
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的广泛存在，这类克服噪声等干扰信息的方法还需

进一步深入研究。

3 凸体几何光谱解混中的若干问题

经过多年的研究，凸体几何光谱解混类方法取

得了丰硕的研究成果，其中端元获取方面仍有一些

问题值得进一步关注，例如高光谱图像降维处理对

端元提取的影响、凸体体积类方法的体积衡量标准

及其差异、算法中采用的体积公式及其关系、典型

的投影-凸锥-单形体体积类方法间的关系、初始化

条件对部分光谱解混结果的影响、光谱解混中的噪

声及外点抑制等问题，本文着重对前 3 个问题进行

回顾，并作简单分析。

3.1　数据降维对端元提取的影响　

数据降维处理在高光谱图像处理过程中可降

低计算开销，同时也可满足 N-FINDR、SGA 等经典

算法利用行列式进行单形体体积计算时的方阵所

需，是一种经常被采用的高光谱图像处理方法。典型的

数据降维方法主要有主成分分析（PCA）［91］、最大噪声分

离（MNF）［92］等。通常情况下，数据降维处理会造成一些

小目标信息的损失［93］，但是，也有学者认为数据降维可提

升端元提取算法的性能［26］。针对不同噪声条件下数据降

维对凸体几何类端元提取方法的影响，本文采用模拟数

据对 3种比较典型的端元提取方法 ATGP（投影）、N-

FINDR（体积）以及CCVA（凸锥）进行验证。模拟数据

采用公式（1）生成：

y = Ex + n (1)
其中：y ∈ Rm 为生成的像元光谱向量，E ∈ Rm × i 为 i 个

端元构成的端元矩阵，x ∈ Ri 为模拟的丰度系数向

量，n ∈ Rm 为加入的高斯噪声。模拟数据生成方法：

从 USGS 矿物光谱库中选定 3 个端元（见表（1）注）

作为端元矩阵 E ∈ i187 × 3，每个端元含 187 个波段，并

生成满足狄利克雷分布的丰度系数 X ∈ i3 × 10000，采用

公式（1）右侧第一项生成 10 000 个混合像元，再随

机选择第［5 198；4 352；2 757］个生成的混合像元，

将其替换为 3 个光谱库真实端元，最后增加噪声合

成不同信噪比数据。实验采用 3 种算法分别对不

降维和降维数据进行处理，得到的端元脚标位置如

表 1 所 示 ，其 中 采 用 降 维 处 理 的 方 法 以 -DR
来表示。

从表 1 可看出，对于采用 3 个端元模拟的数据，

降维处理对无噪声数据没有影响，均可获得真实端

元，但随着信噪比降低，不同方法获取真实端元的

能力减弱。从获取真实端元的数量来看，降维处理

对于体积类 N-FINDR 方法具有优化作用，即在不

同信噪比条件下 N-FINDR-DR 均获得最优结果，

而对于投影类 ATGP 和凸锥类 CCVA 方法，降维对

它们影响不大。另外，也开展了 6 个和 9 个光谱库

端元模拟数据的处理，发现信噪比为 20 dB 时获得

端元脚标存在较大偏差，N-FINDR-DR 结果最优，

而信噪比为 30、40 dB 时，这 6 种方法仍然有效地获

取到真实端元，限于篇幅，这里不再对结果进行罗

列。另外，对 SNR 为 30、40 dB 两组数据的实验结

果 ，利 用 光 谱 角 制 图（Spectral Angle Mapping，
SAM）计算真实端元与 6 种方法获取端元的差异，

如图 2 所示，可看出在两组实验中，N-FINDR-DR
均取得了更小的 SAM 值。

综上，通过对不同端元数量、不同信噪比模拟

数据的实验结果表明，对于具有投影、体积以及凸

锥代表性的 ATGP、N-FINDR 及 CCVA 方法，数据

降维处理对 N-FINDR 优化效果明显，而对另外两

种方法影响不大；采用不同端元数量的模拟数据实

验结果也表明，当高光谱影像中存在 3 个以上端元

时，数据降维处理对于优化凸体几何类 N-FINDR
方法是有效的。

3.2　两个经典的体积衡量标准　

在单形体体积类光谱解混方法中，最大体积和

最小体积包裹为两类经典方法，也是凸体体积类光

谱解混方法的两个体积标准。最大体积以端元存

在假设为前提，通过计算所有像元张成单形体的最

表 1　3种端元情况下不同方法提取端元的位置

Table 1　The positional indices of obtained three endmebers by different methods

算法

20 dB
30 dB
40 dB

∞

ATGP
[8163;6033;5936]
[1465;4352;7178]
[5198;2461;2757]
[5198;4352;2757]

ATGP-DR
[3374;5936;1184]
[4352;8662;3511]
[4352;6189;1569]
[4352;5198;2757]

N-FINDR
[5490;5936;8179]
[3511;1645;4352]
[2173;2461;2757]
[5198;4352;2757]

N-FINDR-DR
[3282;2757;4322]
[9226;2757;4352]
[2757;4352;5198]
[2757;4352;5198]

CCVA
[8179;2757;6737]
[3511;4352;7500]
[4352;2757;2173]
[4352;2757;5198]

CCVA-DR
[8179;3939;5936]
[4352;2356;8662]
[2757;4352;2173]
[4352;2757;5198]

注：采用的矿物光谱—明矾石（Alunite AL706 Na）、水铵长石（Buddingtonite GDS85 D-206）以及高岭石（Kaolinite CM7）
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大体积来得到指定个数的端元；而最小体积包裹标

准则无需纯像元假设，通过计算包裹所有像元的向

量作为虚拟端元。容易理解，在无噪声的理想状态

下，最大体积和最小体积标准可获得一致结果。实

验采用的无噪声模拟数据如图 3（a）所示，在加入不

同量级噪声（信噪比 SNR=20 dB、40 dB）的情况

下，采用两类体积标准得到结果如图 3（b）和（c）所

示，可看出，在噪声存在情况下，部分数据点外溢到

真实单形体之外，从而导致计算得到的最大体积和

最小体积包裹均与真实单形体有所差异。从实验

结果来看，最小体积包裹标准获得的单形体均偏

大；而最大体积标准获得的单形体在 SNR 为 40dB
时与真实单形体差异不大，但在 SNR 为 20dB 的时

体积也明显偏大。另外，由于模拟数据生成时采用

的丰度系数满足狄利克雷分布，因此在无噪声条件

下，图 3（a）中的数据在同一平面上，而加入噪声后，

模拟数据不再满足 ASC 和 ANC，SNR 为 20 dB 模

拟数据的某视角可看出其数据点不在一个平面内

（图 3（d）），因此，当采用凸体几何类方法进行丰度

系数求解时，需要对这类单形体之外的数据点（外

点）进行重点考虑，例如 SPU［34］采用迭代投影来实

现这些外点向单形体面的投影，再对投影后的数据

点进行丰度估计。

从实验结果可看出，最大体积标准获得的端元

是模拟数据中存在的数据点，而最小体积包裹标准

获得的是虚拟端元，其在实际数据点中并不存在。

在噪声满足高斯分布且纯像元存在的条件下，从不

同信噪比实验数据结果可以看出，最大体积标准获

得的端元更接近真实端元。而在无纯像元条件下，

有学者已经通过数值模拟结果表明，最小体积包裹

标准可获得更鲁棒的端元估计［94］。

3.3　3个体积公式及其关系　

在线性代数中，行列式计算的几何意义为行/
列向量张成的平行多面体的体积。在高光谱数据

凸体几何类光谱解混方法中，最大体积标准类方法

均需要通过体积计算来提取端元。目前为止，文献

中常用的体积计算公式主要有 3 种，这些公式及其

对应的一些典型算法如表（2）所示。其中，N-FIN⁃
DR 等算法采用的体积计算公式为：

V =
1

( n - 1 ) !

|
|
|||||

|
|||| 1 1 ⋯ 1

e1 e2 ⋯ en

(2)

其中：n 为端元数，| ⋅ |表示行列式计算，e i ∈ Rn - 1 为降

维后的端元向量。公式（2）中行列式求解需要方

阵，因此需要在行列式计算前进行高光谱数据的降

维处理。为实现在原始数据空间计算单形体体积，

减少数据降维处理对一些小目标信息的影响［93］，出

现了一种新的体积计算公式［95］：

V =
1

( n - 1 ) !
|| ( E n - 1 )T E n - 1 (3)

该 公 式 与 公 式（2）等 价［95］ ，式 中 E n - 1 =

[ e2 - e1 e3 - e1 ⋯ en - e1 ]表示光谱向量 e i ( i ≥ 2 )

与初始化端元光谱向量 e1 的差值构成的矩阵，( ⋅ ) T

为矩阵转置。

在已知单形体各棱边边长的情况下，可采用

Cayley-Menger 行列式来计算单形体体积，该公式

也被用于高光谱图像端元提取［52］，由于矩阵元素采

用 n 个端元光谱向量间的相互距离，因此必然为方

图 2　6种方法得到端元与真实端元的 SAM 比较

Fig.2　The SAM between endmembers obtained by different methods and the true ones
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阵（公式（4）），无需对高光谱图像进行降维处理。

V 2 =
(-1 )n

2n - 1 ( ( n - 1 ) ! )2

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

||

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

| 0 1 1 ⋯ 1

1 d 2 ( 1,1 ) d 2 ( 1,2 ) ⋯ d 2 ( 1,n )

1 d 2 ( 2,1 ) d 2 ( 2,2 ) ⋯ d 2 ( 2,n )

⋯ ⋯ ⋯ ⋰ ⋯
1 d 2 ( n,1 ) d 2 ( n,2 ) ⋯ d 2 ( n,n )

(4)

其 中 ：n 为 单 形 体 顶 点 数（端 元 个 数），d ( i，j ) =

 e i - e j 表示单形体顶点 i 与顶点 j 之间的欧氏距离。

可以证明，公式（4）与公式（2）等价，证明过程请参

见附录。

通过以上分析可以看出，3 个体积公式在实际

光谱解混应用中各有优缺点。例如公式（2）需要降

维后处理，而公式（3）和（4）无需降维，但需要进行

向量内积计算；在进行高光谱数据单形体计算时，

对于同一场景的高光谱图像，由于降维处理的需

要，3 个公式计算得到的体积并不相同。但从代数

角度，3 个体积公式是完全等价的。

4 结  语

本文以凸体几何类光谱解混方法为分析对象，

分别从正交投影、凸锥、单形体体积以及图像中纯

图 3　模拟数据单形体计算结果图示

Fig.3　The obtained simplexes by different volume criterion

表 2　3个体积公式及其对应的典型端元提取算法

Table 2　The corresponding algorithms of three volume formulas

体积公式编号

公式（2）

公式（3）

公式（4）

典型算法

N-FINDR、SQ N-FINDR、改进策略 N-FINDR、SC N-FINDR、IN-FINDR、Random 
N-FINDR，代数余子式 N-FINDR、LDU-N-FINDR 用到该公式的变形，以及 SGA、

RT SGA、PBP-SGA

DN-FINDR、KNSGA 算法，矩阵三角分解、FGDA、快速 SGA 用到该公式的变形

Cayley-Menger行列式方法

公式特点

需首先对高光谱数据进行降维处

理，保证端元矩阵的方阵特性

无需对数据进行降维处理，需计算

像元向量差值及内积

无需对数据进行降维处理，需计算

像元间欧式距离
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像元假设两个不同的划分角度，对高光谱图像凸体

几何类光谱解混方法的研究进展进行了回顾，总结

了凸体几何类高光谱图像光谱解混方法的主要发

展方向，即集中在光谱解混凸体几何结构模型优化

和处理性能、解混精度提升两个方面。

同时，对凸体几何类光谱解混方法中一些值

得关注的问题进行了总结，着重对数据降维处理

对端元提取的影响、两个体积标准对于不同信噪

比数据的计算差异以及凸体几何类光谱解混方法

中用到的 3 个体积公式进行了对比分析，可为凸

体几何类高光谱图像光谱解混方法的学习和应用

提供参考。

附录：公式（2）与公式（4）的等价性证明

令公式（2）行列式中的矩阵为 A，根据公式（2）及转置矩阵行列式的性质，有：

( ( n - 1 ) ! ⋅ V )2 = | AT | ⋅| A | = | AT A | =

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| 1 + e1
T e1 1 + e1

T e2 ⋯ 1 + e1
T en

1 + e2
T e1 1 + e2

T e2 ⋯ 1 + e2
T en

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
1 + en

T e1 1 + en
T e2 ⋯ 1 + en

T en

(5)

引入行列式代数余子式引理，根据行列式性质，对上式（5）进行变换，可得：

( ( n - 1 ) ! ⋅ V )2 =

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| 1 1 1 ⋯ 1

-1 e1
T e1 e1

T e2 ⋯ e1
T en

-1 e2
T e1 e2

T e2 ⋯ e2
T en

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯
-1 en

T e1 en
T e2 ⋯ en

T en

= (-1 )⋅

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| -1 1 1 ⋯ 1

1 e1
T e1 e1

T e2 ⋯ e1
T en

1 e2
T e1 e2

T e2 ⋯ e2
T en

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯
1 en

T e1 en
T e2 ⋯ en

T en

(6)

这里，引入一个与各个端元有关的矩阵 Ā = é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 0 ⋯ 0

e1 e2 ⋯ en

，可知 | Ā | = 0，因此有，

| ĀT Ā | =

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 e1
T

0 e2
T

⋯ ⋯
0 en

T

é
ë
êêêê ù

û
úúúú0 0 ⋯ 0

e1 e2 ⋯ en

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

|

=

|

|

|

|

|

|
||
|

|

|

||

|

|

|

|

|
||
|

|

|

| e1
T e1 e1

T e2 ⋯ e1
T en

e2
T e1 e2

T e2 ⋯ e2
T en

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
en

T e1 en
T e2 ⋯ en

T en

= 0 (7)

对上式（6）最后行列式做第一行的代数余子式分解，结合公式（7），可得：

(-1 ) ( ( n - 1 ) ! ⋅ V )2 =

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| -1 1 1 ⋯ 1

1 e1
T e1 e1

T e2 ⋯ e1
T en

1 e2
T e1 e2

T e2 ⋯ e2
T en

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯
1 en

T e1 en
T e2 ⋯ en

T en

=

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| 0 1 1 ⋯ 1

1 e1
T e1 e1

T e2 ⋯ e1
T en

1 e2
T e1 e2

T e2 ⋯ e2
T en

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯
1 en

T e1 en
T e2 ⋯ en

T en

(8)

由于公式（4）中，

d 2 ( i,j ) = ( e i - e j ) 2

= ( ( e i - e j )T ( e i - e j ) ) 2

= ( e i - e j )T ( e i - e j ) = e i
T e i - 2e i

T e j + e j
T e j (9)

对比公式（4），需要在公式（8）中构造公式（9）右侧的表达式，因此，根据行列式性质有：

(-1 ) ( ( n - 1 ) ! ⋅ V )2 =
1

(-2 )n - 1

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| 0 1 1 ⋯ 1

1 -2e1
T e1 -2e1

T e2 ⋯ -2e1
T en

1 -2e2
T e1 -2e2

T e2 ⋯ -2e2
T en

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯
1 -2en

T e1 -2en
T e2 ⋯ -2en

T en

(10)

再利用行列式性质，对第 i ≥ 2 行加第 1 行的 e i - 1
T e i - 1 倍，对第 j ≥ 2 列加第一列的 e j - 1

T e j - 1 倍，行列式值不

变，得到：

(-1 ) ( ( n - 1 ) ! ⋅ V )2 =
1

(-2 )n - 1

|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

|
|

|

|

|

|

|

|
||
|
|

|

|

| 0 1 1 ⋯ 1

1 e1
T e1 - 2e1

T e1 + e1
T e1 e1

T e1 - 2e1
T e2 + e2

T e2 ⋯ e1
T e1 - 2e1

T en + en
T en

1 e2
T e2 - 2e2

T e1 + e1
T e1 e2

T e2 - 2e2
T e2 + e2

T e2 ⋯ e2
T e2 - 2e2

T en + en
T en

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯
1 en

T en - 2en
T e1 + e1

T e1 en
T en - 2en

T e2 + e2
T e2 ⋯ en

T en - 2en
T en + en

T en

(11)
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将公式（9）代入公式（11），得到：

(-1 ) ( ( n - 1 ) ! ⋅ V )2 =
1

(-2 )n - 1

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

||

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

| 0 1 1 ⋯ 1

1 d 2 ( 1,1 ) d 2 ( 1,2 ) ⋯ d 2 ( 1,n )

1 d 2 ( 2,1 ) d 2 ( 2,2 ) ⋯ d 2 ( 2,n )

⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯
1 d 2 ( n,1 ) d 2 ( n,2 ) L d 2 ( n,n )

(12)

因此，由公式（2）推导了公式（4），证明二者等价，得证。
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A Review and Brief Analysis of Convex Geometry-based Spectral 
Unmixing Methods for Hyperspectal Imagery
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IECAS， Beijing 100190， China；
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Abstract：Convex geometry theory is the foundation of geometric spectral unmixing approaches in highly dimen⁃
sional feature space for hyperspectral imagery. It is an important research field of spectral umixing for the geo⁃
metric methods， and they have the characteristics of intuition， simplicity and high performance. A review of con⁃
vex geometry-based spectral unmixing methods is summarized， and some primary problems the researchers usu⁃
ally confronted are concluded in the paper. Principally， three main problems are briefly analyzed herein： （1） the 
influence of Dimensionality Reduction （DR） on the geometric endmember extraction methods for hyperspectral 
imagery； （2） the difference of two classic simplex volume criterions for spectral unmixing； （3） Three formulas 
and their relationships for simplex volume calculating of spectral unmixing for the hyperspectral imagery. Final⁃
ly， some elementary analysis results are obtained in the paper.
Key words：Convex geometry；Endmember extraction；Abundance estimation；Spectral unmixing；Hyperspec⁃
tral imagery

1039


